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Rekursiv definierte Funktionen

Naturlich kdnnen die Glieder einer arithmeti-
schen Folge leicht iterativ mit Hilfe einer Zahl-
schleife oder mit Hilfe einer Formel fiir das n-te
Folgenglied berechnet werden. Welche Me-
thode effizienter ablauft, hangt im Allgemei-
nen von den verwendeten Rechenoperatio-
nen ab.

2.Die Fakultdten-Funktion

Die Berechnungvon1! =1, 2! = 1-2, 3! = 1-2:3,
. n! = (n-1)! - nist ein Paradebeispiel einer
rekursiv definierten Funktion:

public class fak {
static int f(int n) {

Alfred Nussbaumer

if (n==1) return 1;

Rekursiv verwendete Funktionen lassen inter-
essante und zum Teil schwierige Aufgabenstel-
lungen zu. Trotz der einfachen Ausgabe auf
der Konsole kénnen dabei tiberraschende und
unerwartete Ergebnisse studiert werden. Eini-
ge prominente Beispiele davon sollen in die-
sem Beitrag behandelt werden. lhre Quellco-
des stehen unter [8] zum Download bereit.

1.Grundlagen }

Von einer Rekursion sprechen wir, wenn sich
eine Methode selbst aufruft. Wird eine Ab-
bruchbedingung nach einer endlichen Anzahl
solcher ,Selbstaufrufe” erftillt, so wird der aktu-
elle Methodenaufruf beendet, anschlieBend
der vorletzte, dann der vorvorletzte ... usw. bis
auch die erste Methode beendet wurde. Die
Methode arith() ruft sich in der letzten Zeile
selbst wieder auf (,Endrekursion”) - beachten
Sie bitte die Bedeutung der Variablen start fir
den Startwert und dek flir das Dekrement, das
bei jedem Aufruf der Methode vom aktuellen
Startwert subtrahiert wird.

public class Rekursion {
static void arith(int start, int dek) {
if (start<0) return;
System.out.printin(start);
arith(start-dek, dek);
}
public static void main (String args[]) {
if (args.length==2) {
int maxzahl = Integer.parselnt(args[0]);
int dekrement =
Integer.parselnt (args[1]);
arith(maxzahl, dekrement);
}
else {
System.out.printin("Aufruf: java
Rekursion [zahl1] [dekrement]");
}
}
}
Mit den folgenden Parametern erhalten wir

eine arithmetische Folge:

nus@ice:~/java_bsp> java Rekursion 11 3
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Will man die Folgenglieder in aufsteigender
Reihenfolge, braucht man nur die Methode
arith() abandern:

static void arith(int start, int dek) {
if (start<0) return;
arith(start-dek, dek);
System.out.printin(start);

}

Damit erhalten wir wunschgema@:
nus@ice:~/java_bsp java Rekursionup 11 3
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8

11

Was ist der Unterschied zwischen den beiden
Versionen von arith()?

else return f(n-1)*n;

public static void main (String args[]) {
if (args.length==1) {
int n = Integer.parselnt(args[0]);
System.out.printin(n + "! = " + f(n));
}
else {
System.out.printin("Aufruf: java
Rekursion [zah1]");
}
}

Mit diesem Beispiel kdnnen nur kleine Fakulta-
ten berechnet werden, weil Variablen vom Typ
int verwendet wurden.

3. Die Fibonacci-Folge

Nach dem italienischen Mathematiker Leo-
nardo Fibonacci ist folgende Funktion Gber-
liefert:

a(l) =1
a(2) =1
a(n) = a(n-1) + a(n-2) fiir n>2.

Wir berechnen alle Folgenglieder rekursiv:
public class Fibonacci {
static int fibonacci(int n) {
if ((n==1) || (n==2)) return 1;
else return fibonacci(n-1)+fibonacci(n-2);
}
public static void main (String [] args) {
int maxzahl = Integer.parselnt(args[0]);
for (int i = 1; i<=maxzahl; i++) {
System.out.printIn(i+": " +
fibonacci (i));

}
}

4.Ulam-Zahlen

Stanislaw Marcin Ulam, ein polnischer Mathe-
matiker, beschéftigte sich mit folgendem Pro-
blem (auch ,Collatz-Problem”). Zunéachst soll
eine Zahlenfolge folgendermafen definiert
werden:
a(n+l) = a(n) / 2 (falls a(n) gerade ist) oder
a(n+l) = 3-a(n) + 1 (falls a(n) ungerade ist).
Interessanterweise entwickelt sich die Folge an
nach 1. Die noch immer ungeldste Vermutung
lautet, dass dies flr jede natirliche Zahl gilt.
public class Ulam{
static int ulam(int n) {
System.out.printin(n);
if (n==1) return 1;
else {
if ((n % 2) == 0) return ulam(n/2);
else return ulam(3*n+l);
}
}
public static void main(String [] args) {
int maxzahl =
Integer.parselnt(args[0]);
ulam(maxzahl) ;
}

}

Flhren wir dieses Programm fiir verschiedene
Startwerte al aus, so erhalten wir beispielswei-
se:

nus@ice:~/java_bsp> java Ulam 5

o
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Offenbar flihrt die Folge sicher zum Endwert 1,
wenn irgendein Folgenglied eine Potenz zur
Basis 2 erreicht.

nus@ice:~/java_bsp> java Ulam 6
6
3
10
5
16
8
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5. Die Hofstadter-Funktion

Nach der Definition
h(1) =1
h(2) =

1
h(n) = h(n = h(n-1)) + h(n - h(n-2))
lassen sich sehr einfach Funktionswerte be-
rechnen, die stets gleich oder nur geringfiigig
groBer als die Halfte des Arguments n sind:

public class Hofstadter {
public static int hof(int n) {
if (n>2) {
return (hof(n - hof(n - 1)) + hof(n -
hof(n - 2)));
} else {
return 1;

}

public static void main (String args[]) {
int maxzahl = Integer.parselnt(args[0]);
System.out.printin(hof (maxzahl));
}
}
Bei hoheren Zahlen zeigt sich sofort, dass eine
iterative Implementierung der Hofstad-
ter-Funktion wesentlich effizienter lauft. Wah-
rend die rekursiv definierte Hofstadter-Funkti-
on schon bei Argumenten ab etwa n = 50 Er-
gebnisse nicht mehr in vertretbaren Zeiten lie-
fert, bereiten mit der nicht rekursiven Berech-
nung Argumente groBer 10000 keine Schwie-
rigkeiten (flir 20000 liefert die Hofstad-
ter-Funktion den Wert 10199):

public clafss Hofstadter {
public static void main (String [] args) {

int maxzahl =

Integer.parselnt(args[0]);
int [] hof = new int [maxzahl + 1];
hof[1] = 1;
hof[2] = 1;
System.out.printin("1l: " + hof[1]);
System.out.printin("2: " + hof[2]);

for (int i = 3; i<=maxzahl; i++) {
hof[i] = hof[i - hof[i-111 + hof[i -
hof[i-2]];
System.out.printin(i + ": " +
hof[i]);
}
}
}

Sie werden sich fragen, was den (gewaltigen)
Laufzeitunterschied bedingt. Beim Aufruf ei-
ner Methode missen bestimmte Informatio-
nen zwischenzeitlich gespeichert werden
(Rucksprungadressen, Werte lokaler Variablen,
Funktionsergebnisse). Dies geschieht in einer
Weise, die sicher stellt, dass der zuletzt gespei-
cherte Wert wieder als erster ausgelesen wird.
Dieses Prinzip, ,,Last in — First out*; wird mit ei-
nem Stapelspeicher (,,S7ack ) realisiert. Die Zu-
griffe auf diesen Stack verlangsamen die rekur-
sive Losung mit zunehmender Rekursionstiefe
immer mehr, wahrend bei der nicht rekursiven
Implementierung lediglich (sehr rasche) Zu-
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griffe auf die Speicherpldtze eines Arrays not-
wendig sind.

Im Allgemeinen laufen iterative Methoden be-
deutend rascher als rekursive Methoden.

6. Die Ackermann-Funktion

Der Mathematiker Wilhelm Ackermann defi-
nierte eine Folge, deren Glieder selbst Funktio-
nen aus den vorhergehenden Gliedern bilden
(vgl. [7]). Die von der ungarischen Mathemati-
kerin Rosza Péter vereinfachte Version ver-
wenden wir flir das ndchste Beispiel. Dabei ist
definiert:

a(o,m) =m+ 1

a(n,0) = a(n-1,1)

a(n,m) = a(n-1, a(n, m-1))
public class Ackermann {

static Tong ackermann(long n, long m) {
if (n==0) return m+l;
else if (m==0) return ackermann(n-1,1);
else return ackermann(n-1,
ackermann(n,m-1));

public static void main (String [] args) {
int x = Integer.parselnt(args[0]);
int y = Integer.parselnt(args[1]);
System.out.printin("a(" + x + "," +y + ")
= " + ackermann(x,y));
}
}
Vorsicht: Beim Berechnen der Acker-
mann-Funktion stellt sich heraus, dass die Be-
rechnungen sehr aufwéandig werden. Bereits
bei kleinen Argumenten fiihren die Rekursio-
nen zu einem so genannten ,Stackiberlauf” -
die Rekursionstiefe wurde zu grof3.
nus@ice:~/java bsp> java Ackermann 3 10
a(3,10) = 8189
nus@ice:~/java bsp> java Ackermann 4 1
Exception in thread "main"
java.lang.StackOverflowError

7.Legendar: Die Tiirme von Hanoi

Die (legendaren) Turme von Hanoi bestehen
aus durchbohrten Scheiben, die der GroRe
nach auf Sdulen geschlichtet sind. Auf einer
Saule befinden sich n Scheiben - sie sollen
Stiick fur Stuck auf eine andere Sdule umge-
schlichtet werden, wobei eine Scheibe immer
nur auf einer groBeren Scheibe zu liegen kom-
men darf. Damit dies moglich ist, kdnnen
Scheiben zwischenzeitlich auf einer dritten
Sdule gestapelt werden - aber auch auf dieser
Séule darf stets eine Scheibe nur auf einer gro-
Beren zu liegen kommen.

Im folgenden Beispiel wird das Umschlichten
der Scheiben rekursiv berechnet und Schritt
fuir Schritt ausgegeben:

public class Hanoi {
static lTong schritte;
static void lege(int n, char von, char nach,
char zwischen) {
if (n>0) {
lege (n-1, von, zwischen, nach);
System.out.printin(n + ". Scheibe von " +
von + " nach " + nach);
lege (n-1, zwischen, nach, von);
schritte ++;
}
}
public static void main (String [] args) {
int maxzahl = Integer.parselnt(args[0]);
lege (maxzahl, 'a', 'c', 'b");

System.out.printin(schritte + " Schritte");
}
}
Damit erhalten wir flir 4 Scheiben beispiels-
weise folgende ,Spielziige™:
nus@ice:-/java_bsp> java Hanoi 4
1. Scheibe von a nach b

2. Scheibe von a nach c
1. Scheibe von b nach ¢
3. Scheibe von a nach b
1. Scheibe von c nach a
2. Scheibe von c nach b
1. Scheibe von a nach b
4. Scheibe von a nach c
1. Scheibe von b nach ¢
2. Scheibe von b nach a
1. Scheibe von c nach a
3. Scheibe von b nach c
1. Scheibe von a nach b
2. Scheibe von a nach c
1. Scheibe von b nach ¢

15 Schritte
Mit 4 Minzen lasst sich dies sehr rasch ,nach-

spielen”. Wie viele Schritte sind fiir 5, 6, ... Schei-
ben erforderlich? Wie lange dauert das Um-
schlichten, wenn man fiir das Umlegen einer
Scheibe 2 Sekunden benétigt?

8. Ausblick, Ubungen

Rekursive Algorithmen werden in allen Pro-
grammierumgebungen verwendet.

® Formulieren Sie eine rekursive Funktion zur
Berechnung von Potenzen f(x) = xk!

® Berechnen Sie die Summe1 + x-1 + x-2 + ...
+ x-n rekursiv und iterativ!

® Formulieren Sie ein Programm zur Berech-
nung der Fibonaccizahlen, das ohne rekursive
Methodenaufrufe auskommt!

® Untersuchen Sie das Verhalten der Funk-
tionswerte, wenn Sie die Fibonaccifolge in ei-
ner Restklasse (z.B.mod 7) berechnen!

® Der groB3te gemeinsame Teiler kann mit der
folgenden rekursiv aufgerufenen Methode be-
rechnet werden:

static int ggT(int a, int b) {
if (a == b) return a;
else if (a < b) return ggT(a,b-a);
else return ggT(a-b,b);

}

Formulieren Sie eine entsprechende
JAVA-Klasse!

® Mit Rekursionen lassen sich ansprechende
Grafiken erzeugen. Recherchieren Sie dazu
Beispiele aus der fraktalen Geometrie (zB [1])!
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